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Compatiation ℓ-adique de R
Jean-François Jaulent
Résumé. Nous onstruisons un groupe topologique ompat Rℓ, qui ontient natu-
rellement omme sous-groupes denses à la fois le groupe additif réel R et le groupe
ℓ-adique Qℓ pour un premier donné ℓ, et nous en étudions quelques unes des propriétés.
En appendie, nous montons que ela donne une desription arithmétique du solénoide
ℓ-adique Sℓ lassiquement déni en termes de feuilletages.
Abstrat. For a given prime number ℓ, we onstrut a ompat topologial group
Rℓ whih ontains both the real additive group R and the ℓ-adi one Qℓ as dense
subgroups ; thus we study some of its properties. This onstrution gives an arithmeti
desription of the so-alled ℓ-adi solenoid Sℓ lassially dened in terms of foliations.
Introdution
Soit ℓ un nombre premier et Rℓ = {0, 1, . . . , ℓ − 1} l'ensemble des entiers
naturels inférieurs à ℓ. Il est bien onnu que toute série de la forme∑+∞
n0
an ℓ
n
,
où les an sont pris dans Rℓ et n0 dans Z, onverge dans le omplété ℓ-adique
Qℓ du orps des rationnels ; et qu'inversement tout nombre ℓ-adique q s'érit de
façon unique omme somme d'une telle série.
De façon semblable, toute série de la forme∑n0−1
−∞
an ℓ
n
,
onverge dans le orps des réels R ; et inversement tout réel positif r s'érit
omme somme d'une telle série, laquelle est même unique dès lors que les an ne
sont pas ultimement égaux à ℓ− 1.
On peut don demander s'il est possible de onstruire un espae topologique
onvenable, ontenant de façon naturelle Qℓ ainsi que R, équipé de surroît de
lois prolongeant elles de Qℓ et de R, dans lequel donner un sens univoque à
l'expression
+∞∑
−∞
an ℓ
n,
indépendamment de la ésure utilisée pour la aluler en l'érivant formelle-
ment : ∑n0−1
−∞
an ℓ
n +
∑+∞
n0
an ℓ
n
.
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On s'aperçoit aisément qu'il n'est pas raisonnable d'espérer prolonger onti-
nûment la multipliation dans un tel espae, puisque les suites de terme général
ℓn et ℓ−n onvergeant vers 0 dans Qℓ et dans R respetivement, leur produit,
qui est onstant et égal à 1, devrait alors onverger également vers 0, e qui est
évidemment absurde. Il faut don renoner à obtenir un anneau topologique.
L'objet du présent travail est ainsi de onstruire très simplement un groupe
topologique abélien et ompat que nous notons Rℓ, qui ontient naturellement
à la fois R et Qℓ omme sous-groupes denses, et qui permet de donner un sens
préis à haque somme q+r d'un nombre ℓ-adique q et d'un nombre réel r, don
nalement à toute somme innie du type préédent.
Nous verrons en appendie que le groupe obtenu Rℓ s'identie anoniquement
au solénoide ℓ-adique Sℓ déni lassiquement en termes de feuilletages et qui
intervient naturellement dans des questions liées à l'étude de ertains systèmes
dynamiques ou de probabilités.
1. Rappels sur R et sur Qℓ ; onstrution du groupe Rℓ
Rappelons d'abord brièvement omment sont onstruits usuellement les om-
plétés du orps Q des rationnels relativement à ses diverses valeurs absolues.
On sait, par le théorème d'Ostrowski (f. e.g. [3℄ ou [7℄), que les topologies
de Q qui sont dénies par des valeurs absolues non triviales sont :
(i) la topologie réelle, qui orrespond à la valeur absolue usuelle dénie par :
|x |∞ = max{x,−x} ;
(ii) les topologies ℓ-adiques, données par les valeurs absolues dénies par :
|x |ℓ = ℓ
−νℓ(x)
,
où νℓ(x) désigne l'exposant du premier ℓ dans la fatorisation du rationnel x 6= 0.
Dans tous les as, le proédé de omplétion, valable d'ailleurs pour tout
espae métrique E (f. e.g. [9℄), permet de regarder Q omme un sous-espae
topologique dense d'un espae omplet, qui est évidemment Q∞ = R dans
le premier as et Qℓ dans le seond. Dans le ontexte qui nous intéresse, la
méthode algébrique standard onsiste à prendre l'anneau des suites de Cauhy
de rationnels (pour la métrique onsidérée) et à le quotienter par l'idéal maximal
formé des suites qui onvergent vers 0. On obtient ainsi un orps ommutatif
sur lequel la valeur absolue se prolonge de façon naturelle, e qui en fait un
espae métrique omplet (et même loalement ompat) qui ontient Q omme
sous-espae dense.
Faisons hoix maintenant d'un nombre premier arbitaire ℓ. Nous avons alors :
Théorème 0. Soit ℓ ∈ N un nombre premier et Rℓ = {0, 1, . . . , ℓ− 1}. Alors :
(i) Tout réel r s'érit : r = ±
∑n0−1
−∞
an ℓ
n
, ave les an dans Rℓ et n0 dans
Z ; ette ériture est unique si les an ne sont pas ultimement égaux à ℓ−1.
(ii) Tout nombre ℓ-adique q s'érit de façon unique : q =
∑+∞
m0
an ℓ
n
, ave
les an dans Rℓ ; et on a : | q |ℓ = ℓ
−m0
, si am0 est son premier hire non
nul.
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(iii) Dans haque as, les sommes nies z = ±
∑n0
m0
an ℓ
n
dérivent le sous-
groupe Z[1/ℓ], lequel est dense dans le groupe Qℓ omme dans R.
Nous allons plonger R et Qℓ dans groupe topologique abélien en les reollant
suivant le sous-groupe dense Z[1/ℓ]. Comme indiqué dans l'introdution, le point
essentiel de notre onstrution est que toute somme nie
∑m0
n0+1
anℓ
n
doit avoir
même image qu'elle soit regardée dans Qℓ ou dans R. Cette observation nous
amène don à poser :
Dénition 1. Nous appelons ℓ-adié du groupe additif R le groupe abélien Rℓ
quotient de la somme direte du groupe ℓ-adique Qℓ et du groupe additif réel R
par l'image diagonale du sous-groupe Z[1/ℓ] des rationnels ℓ-entiers :
Rℓ = (Qℓ ⊕ R)/Z[1/ℓ].
Le groupe Rℓ est un groupe divisible qui ontient anoniquement Qℓ et R.
L'appliation naturelle de R (respetivement de Qℓ) dans Rℓ étant évidem-
ment injetive, nous identierons un réel r et un nombre ℓ-adique q ave leurs
images respetives dans Rℓ, de sorte que nous avons ainsi par onstrution :
Qℓ ∩ R = Z[1/ℓ].
De façon semblable nous noterons q+ r la somme dans le groupe abélien Rℓ
du nombre ℓ-adique q et du réel r, somme qui n'est autre que la lasse dans Rℓ
du ouple (q, r) de Qℓ ⊕ R. Un tel nombre sera dit un réel-ℓ-adique.
Remarque. Les groupes additifs Qℓ et R étant tous deux divisibles, le quotient
Rℓ l'est aussi. On prendra garde ependant au fait que Rℓ n'est pas uniquement
divisible ; ainsi on a bien, par exemple :
q + r = n (q/n+ r/n),
pour tout entier naturel n > 1 ; mais (ave les mêmes onventions d'ériture) :
1/n+ 0 6= 0 + 1/n,
dès que n est étranger ave ℓ, puisque 1/n n'est pas alors dans l'anneau Z[1/ℓ].
Plus généralement, pour k = 0, · · · , n− 1, les n éléments xk donnés par :
xk = (q + k)/n+ (r − k)/n
sont alors distints dans Rℓ mais vérient tous l'identité : nxk = q + r.
Il suit de là que le groupe Rℓ ontient des éléments de torsion. Nous verrons
plus loin que eux-i onstituent même un sous-groupe dense de Rℓ.
L'ériture x = r + q n'étant pas unique du fait de notre onstrution, il est
intéressant de disposer néanmoins d'une ériture standard d'un réel-ℓ-adique x :
Théorème 2 (Lemme de représentation). Tout réel-ℓ-adique x s'érit de façon
unique :
x = [x] + {x}, avec [x] ∈ Zℓ et {x} ∈ [0, 1[.
Nous disons que l'entier ℓ-adique [x] est la partie entière et que le réel {x} est
la partie frationnaire de x. En d'autres termes, nous avons :
Rℓ = Zℓ ⊕ [0, 1[.
Preuve. Partons d'un réel-ℓ-adique x = q+ r ; érivons q =
∑+∞
n0
anℓ
n
la repré-
sentation anonique de sa partie ℓ-adique q ; puis notons q′ =
∑
−1
n0
anℓ
n ∈ N[1/ℓ]
3
la partie non entière de q et z =
∑+∞
0 anℓ
n
sa partie entière. Nous avons ainsi :
x = z + r′ ave r′ = r + q′ ∈ R et z ∈ Zℓ. Erivant alors x
′ = [x′] + {x′} la
déomposition du réel x′ omme somme de sa partie entière [x] ∈ Z et de sa
partie frationnaire {x′} ∈ [0, 1[, nous obtenons omme attendu :
x = (z + [x′]) + {x′} ∈ Zℓ + [0, 1[,
e qui établit l'existene de la déomposition annonée.
L'uniité résulte immédiatement de l'identité :
Zℓ ∩ [0, 1[= Zℓ ∩ Z[1/ℓ] ∩ [0, 1[= Z ∩ [0, 1[= {0}.
Remarque. Dans la déomposition direte préédente, le sous-groupe réel R et
le sous-groupe ℓ-adique Qℓ s'érivent respetivement :
R = Z⊕ [0, 1[ et Qℓ = Zℓ ⊕ [0, 1[ℓ,
où [0, 1[ℓ désigne l'ensemble des rationnels ℓ-entiers de l'intervalle [0, 1[.
Corollaire 3. Tout réel-ℓ-adique x s'érit de façon unique omme somme
+∞∑
0
an ℓ
n +
−1∑
−∞
an ℓ
n
,
d'un entier ℓ-adique q =
∑+∞
0 an ℓ
n ∈ Zℓ et d'un réel r =
∑
−1
−∞
an ℓ
n ∈ [0, 1[,
où les an sont pris dans Rℓ et non ultimement égaux à ℓ− 1 pour n≪ 0.
Corollaire 4. Soit a ∈ Z un entier relatif xé. Tout réel-ℓ-adique x s'érit alors
de façon unique :
x = [x]a + {x}a, avec [x]a ∈ ℓ
aZℓ et {x}a ∈ [0, ℓ
a[.
En d'autres termes, nous avons la déomposition direte :
Rℓ = ℓ
aZℓ ⊕ [0, ℓ
a[.
2. Propriétés topologiques du groupe Rℓ
Nous allons maintenant dénir une distane sur Rℓ en faisant hoix d'une
valeur absolue | | à valeurs dans R+. Pour éviter toute onfusion, nous notons :
(i) |r|∞ = max{r,−r}, la valeur absolue usuelle sur R, et
(ii) |q|ℓ = ℓ
−νℓ(q)
, la valeur absolue normalisée sur Qℓ.
Cela étant, la valeur absolue sur Rℓ peut être dénie de la façon suivante :
Dénition 5. Nous appelons valeur absolue d'un réel-ℓ-adique x = q + r la
quantité :
|q + r| = inf
z∈Z[1/ℓ]
max{ |q + z|ℓ , |r − z|∞},
laquelle est enore donnée par la formule :
|x| = min{max{ |[x]|ℓ , |{x}|∞} , max{ |[x] + 1|ℓ , |1− {x}|∞}}.
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Preuve. Il s'agit de vérier que les deux formules sont équivalentes, autrement
dit que la borne inférieure dans la première formule est atteinte pour la valeur
de z qui orrespond à la déomposition standard x = [x] + {x} donnée par la
proposition 2, ou pour la même valeur augmentée de 1, e qui orrespond à la
déomposition x = ([x] + 1) + ({x} − 1).
Or l'existene même de la déomposition standard x = [x] + {x} entraîne :
|x| ≤ max{ |[x]|ℓ , |{x}|∞} ≤ 1 ;
de sorte que la borne inférieure doit être reherhée parmi les déompositions
x = (q+ z)+ (r− z) qui vérient simultanément |q+ z|ℓ ≤ 1 et |r− z|∞ ≤ 1, i.e.
q + z ∈ Zℓ et r − z ∈ [−1,+1] ; e qui ne laisse guère que les deux possibilités
annonées.
Remarque. La valeur absolue | | ainsi dénie oïnide don ave la valeur absolue
normalisée | |ℓ sur Zℓ et ave la valeur absolue usuelle | |∞ sur ]− 1/2,+1/2 [.
Théorème 6. L'appliation (x, y) 7→ |x − y| est une distane sur Rℓ qui est
invariante par translation ; elle fait de Rℓ un groupe topologique ontenant à la
fois Qℓ et R omme sous-groupes denses.
Preuve. Vérions d'abord que nous avons bien là une distane : L'équivalene
|x| = 0⇔ x = 0
étant immédiate, ompte tenu de l'expression de la valeur absolue, ainsi que
l'identité |x| = |−x|, seule pose problème l'inégalité triangulaire. Or, si x = q+r
est une déomposition d'un réel-ℓ-adique x donnant sa valeur absolue (en e sens
qu'on a : |x| = max{ |q|ℓ , |r|∞}) et x
′ = q′ + r′ une déomposition analogue
pour x′, il vient :
|x+ x′| ≤ max{ |q + q′|ℓ, |r + r
′|∞} ≤ max{ |q|ℓ, |r|∞}+max{ |q
′|ℓ, |r
′|∞} ;
e qui donne, omme attendu :
|x+ x′| ≤ |x|+ |x′| .
En résumé, il suit de là que Rℓ est bien un groupe topologique.
Ce point aquis, l'invariane par translation provient diretement de la dé-
nition même de la distane. Enn, le sous-groupe Z étant dense dans Zℓ et
l'ensemble [−1/2, 1/2[ℓ := Z[1/ℓ]∩ [−1/2, 1/2[ l'étant dans [−1/2, 1/2[, il résulte
de la remarque préédant le théorème que le sous-groupe
Z[1/ℓ] = Z⊕ [−1/2, 1/2[ℓ
est lui-même dense dans :
Rℓ = Zℓ ⊕ [−1/2, 1/2[.
En partiulier, il suit omme annoné que Qℓ et R sont denses dans Rℓ.
Nous pouvons maintenant établir la ompaité du groupe Rℓ, qui justie le
titre de ette note :
Théorème 7. Le groupe topologique Rℓ est ompat et onnexe. Nous disons
que 'est le ompatié ℓ-adique du groupe additif réel R.
Preuve. Pour voir que Rℓ est ompat, onsidérons la suite exate ourte :
0 // Zℓ
ι // Rℓ
π // T = R/Z // 0
induite par l'injetion anonique ι de Zℓ dans Rℓ. D'un oté, l'expression de la
valeur absolue donnée plus haut montre que ι est isométrique ; de l'autre, la
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déomposition anonique Rℓ = Zℓ ⊕ [0, 1[ montre que son onoyau s'identie
(omme groupe topologique) au tore T = R/Z. La ompaité de Rℓ résulte don
de elle des deux groupes Zℓ et T.
Ce point aquis, la onnexité est immédiate : en eet, le sous-groupe dense
R étant bien enhaîné (pour sa métrique naturelle don, a fortiori, pour la
métrique de Rℓ), l'espae Rℓ, qui est simultanément ompat et bien enhaîné,
est onnexe.
Comme tout groupe ompat (et, plus généralement, tout groupe loalement
ompat), le groupe Rℓ admet don une mesure de Haar :
Corollaire 8. Le groupe Rℓ admet une unique mesure positive µ de masse
1 qui est invariante par translation ; elle-i est aratérisée sur les ompats
élémentaires ℓnZℓ ⊕ [α, β] (ave 0 ≤ α ≤ β < 1) par la formule :
µ(ℓnZℓ ⊕ [α, β] ) = ℓ
−n × (β − α).
En partiulier les sous-groupes Qℓ et R sont µ-négligeables dans Rℓ.
Proposition 9. Pour tout x0 de Rℓ, la omposante onnexe par ars de x0
dans Rℓ (i.e. l'ensemble des extrémités des hemins dans Rℓ d'origine x0) est la
droite ane x0+R passant par x0. En partiulier, l'espae Rℓ n'est pas onnexe
par ars.
Preuve. Translatons par 1/2 la déomposition donnée par le théorème 2 ; puis
érivons :
Rℓ = Zℓ ⊕ [−1/2, 1/2 [,
et notons ii x = z + r la déomposition orrespondante d'un réel-ℓ-adique x.
Par dénition de la distane sur Rℓ, pour tout x de Rℓ, la boule ouverte de
entre x et de rayon 1/ℓ est aratérisée par :
B(x, 1/ℓ) = x + ℓZℓ + ]− 1/ℓ, 1/ℓ [.
Soit alorsX | t 7→ x(t) un hemin dans Rℓ, d'origine x0 = x(0) et d'extrémité
x1 = x(1). La ontinuité uniforme de X sur le segment I = [0, 1] nous fournit
un η > 0 tel que pour toute η-haîne 0 = t0 < t1 < · · · < tm = 1 de [0, 1], les
points xk = x(tk) vérient les inégalités : |xk − xk−1| < 1/ℓ, pour k = 1, . . . ,m.
En partiulier, sur haque intervalle Ik = I ∩ ]xk−η, xk+η[ la fontion x(t)
prend ses valeurs dans la boule B(xk, 1/ℓ), e qui permet d'érire loalement :
x(t) = xk + zk(t) + rk(t), ave zk(t) ∈ ℓZℓ et rk(t) ∈]− 1/ℓ, 1/ℓ [.
elà étant, l'appliation t 7→ zk(t), qui est ontinue de Ik dans Zℓ, est évidem-
ment onstante, puisque Ik est onnexe tandis que Zℓ est totalement disontinu.
Il suit de là que x(t)− xk est réel pour t ∈ Ik ; et nalement que x(t)− x0 est à
valeurs dans R pour tout t ∈ I.
Réiproquement, pour tout x1 = x0+r ∈ x0+R, l'appliationX | t 7→ x(t) =
x0 + t r est lairement un hemin d'origine x0 et d'extrémité x1.
Remarque. Convenons de dire qu'une partie C de Rℓ est onvexe lorsque pour
tout ouple (a, b) d'éléments de C on a simultanément :
b− a ∈ R, ainsi que l'inlusion [a, b] = {a+ t(b− a) | t ∈ [0, 1]} ⊂ C.
Ave es onventions, la omposante onnexe par ars d'un élément x de Rℓ est
tout simplement le plus grand onvexe ontenant x.
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3. Sous-groupe de torsion Rtor
ℓ
et sous-groupes fermés de Rℓ
Préisons d'abord la struture du sous-groupe de torsion de Rℓ :
Proposition 10. L'ensemble Rtorℓ des éléments de torsion de Rℓ est un sous-
groupe dénombrable dense de Rℓ et s'identie au quotient Q/Z[1/ℓ] via le mor-
phisme τ qui à un rationnel s ∈ Q assoie la lasse τ(s) dans Rℓ du ouple
(s,−s) ∈ Qℓ ⊕ R.
En partiulier, il vient :
Corollaire 11. Pour tout entier naturel m > 0 étranger à ℓ, le groupe Rℓ
possède un unique sous-groupe de ardinal m : il est ylique et 'est le noyau
mRℓ de la multipliation par m ; et 'est aussi l'image par τ du sous-groupe
(1/m)Z[1/ℓ] de Q.
Preuve. Soit x = q + r un élément de m-torsion dans Rℓ, i.e. vériant mx = 0,
pour un m > 0 de N. De l'égalité mx = mq+mr = 0 dans Rℓ, nous onluons :
mq = −mr ∈ Z[1/ℓ],
disons :
mq = −mr = n/ℓa ave n ∈ Z et a ∈ N ;
e qui montre que q = −r est un nombre rationnel. En d'autres termes, l'appli-
ation :
τ | Q ∋ s 7→ s− s ∈ Rℓ,
qui à un rationnel s assoie la lasse du ouple (s,−s) dans Rℓ, est un épi-
morphisme du groupe additif Q sur le sous-groupe de torsion Rtorℓ . Comme son
noyau est lairement Z[1/ℓ], nous obtenons par passage au quotient l'isomor-
phisme annoné :
Rtorℓ ≃ Q/Z[1/ℓ].
En partiulier, pour tout m étranger à ℓ, le sous-groupe de m-torsion de Rℓ est
le groupe ylique :
mRℓ = τ((1/m)Z[1/ℓ]) ≃ (1/m)Z[1/ℓ]/Z[1/ℓ] ≃ Z/mZ.
Enn, la densité de Rtorℓ dans Rℓ résulte de elle de Q dans le produit Qℓ×R.
Corollaire 12. Le sous-groupe de torsion Rtorℓ ne possédant pas d'élément
d'ordre ℓ, il suit en partiulier que Rℓ lui-même est uniquement ℓ-divisible, i.e.
que l'on a :
∀x ∈ Rℓ ∃! y ∈ Rℓ x = ℓy.
On retrouve là le fait que Rℓ est naturellement un module sur l'anneau Z[1/ℓ].
Intéressons nous maintenant aux sous-groupes ompats de Rℓ.
Il est bien onnu que les sous-groupes fermés G de R autres que R lui-même,
sont disrets et de la forme aZ pour un a de G. Il en résulte que les sous-groupes
fermés du tore T = R/Z, autres que T lui-même, sont les sous-groupes yliques
disrets Tm = (1/m)Z/Z ≃ Z/mZ, pour m ≥ 1.
D'un autre té, on sait que les sous-groupes fermés de Qℓ, autres que Qℓ lui-
même, sont le sous-groupe nul, qu'il est ommode d'érire ℓ∞Zℓ, et les groupes
ompats ℓaZℓ, pour a ∈ Z, lesquels sont isomorphes à Zℓ. Ces sous-groupes
ne sont plus algébriquement monogènes, omme dans le as réel (ils ne sont pas
isomorphes à Z), mais le restent topologiquement (ar fermetures respetives de
sous-groupes isomorphes à Z).
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Théorème 13. Les sous-groupes ompats du groupe topologique Rℓ sont :
(i) Les sous-groupe triviaux : le sous-groupe nul 0 et le groupe Rℓ lui-même.
(ii) Les sous-groupes nis mRℓ de R
tor
ℓ , yliques d'ordre m étranger à ℓ.
(iii) Les sous-groupes ompats ℓaZℓ de Qℓ, proyliques et isomorphes à Zℓ.
(iv) Les produits mRℓ × ℓ
aZℓ, ave ℓ ∤ m et a ∈ Z, lesquels sont proyliques
don topologiquement monogènes.
Preuve. Soit don G un sous-groupe fermé non trivial de Rℓ et Gℓ = G∩Qℓ son
intersetion ave Qℓ.
Le sous-groupe Gℓ n'est pas dense de Qℓ, puisqu'il serait alors dense dans
Rℓ, e qui entraînerait G = Rℓ, ontrairement à l'hypothèse. C'est don que
nous avons Gℓ ⊂ ℓ
bZℓ pour un b de Z. Et omme la topologie sur le groupe
ompat ℓbZℓ est induite aussi bien par elle de Qℓ que par elle de Rℓ, il suit
de là que Gℓ est un sous-groupe ompat de ℓ
bZℓ. En n de ompte, nous avons
don soit Gℓ = {0}, soit Gℓ = ℓ
aZℓ pour un a de Z. Examinons suessivement
es deux éventualités :
(i) Si Gℓ est nul, le groupe G renontre trivialement Zℓ de sorte que la
restrition à G de la projetion anonique π de Rℓ sur T = Rℓ/Zℓ est un iso-
morphisme de G sur π(G). Le groupe G s'identie alors à un sous-groupe fermé
de T, 'est à dire soit à T lui-même, soit à l'un de ses sous-groupes nis Tm.
Mais, si π(G) était égal à T, la représentation standard des éléments de G ferait
intervenir toutes les parties frationnaires possibles ; de sorte que G ontiendrait
en partiulier un élément de la forme z + 1/ℓ ave z ∈ Zℓ et 1/ℓ ∈ [0, 1[, que
nous pouvons aussi bien érire (z+1/ℓ)+0 ave z+1/ℓ ∈ Qℓ \ {0}, puisque 1/ℓ
est dans Z[1/ℓ], e qui est exlu, G étant supposé renonter trivialement Qℓ. Il
suit don : π(G) = Tm pour un m ≥ 1, omme annoné. Ainsi G est alors ni,
et 'est le sous-groupe de m-torsion mRℓ.
(ii) Si Gℓ n'est pas nul, nous avons Gℓ = ℓ
aZℓ pour un a de Z ; érivons :
Rℓ = ℓ
aZℓ ⊕ [0, ℓ
a[,
et πa la projetion anonique de Rℓ sur le quotient Rℓ/ℓ
aZℓ ≃ R/ℓ
aZ ≃ T. Ii
enore, l'image πa(G) est un sous-groupe ompat de T, et e n'est pas T ar le
groupe G ontiendrait alors en partiulier un élément de la forme z + ℓ−(a+1),
pour un z de ℓaZℓ, 'est à dire (z + ℓ
−(a+1)) + 0, ave z + ℓ−(a+1) ∈ Gℓ \ ℓ
aZℓ,
e qui est absurde. Ainsi don, l'image πa(G) est ylique d'ordre, disons, m ;
de sorte que dans la déomposition i-dessus de Rℓ, le sous-groupe G est donné
par :
G = ℓaZℓ ⊕ {0, ℓ
a/m, . . . , (m− 1)ℓa/m}.
En n de ompte, G est alors le produit diret du sous-groupe ompat ℓaZℓ
de Qℓ et du sous-groupe ni ℓ
a(mRℓ) = mRℓ. Il suit de là que m n'est pas un
multiple de ℓ et que G n'est autre que la préimage de ℓaZℓ par la multipliation
par m :
G = 1m ℓ
aZℓ := {x ∈ Rℓ | mx ∈ ℓ
aZℓ}.
En partiulier :
Corollaire 14. Les sous-groupes fermés innis de Rℓ sont Rℓ et les préimages
de Zℓ dans les multipliations par les éléments de Z[1/ℓ].
Corollaire 15. Les sous-groupes disrets de Rℓ sont les sous-groupes nis mRℓ.
Preuve. Un tel sous-groupe est fermé don ompat et, par onséquent, ni.
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Corollaire 16. Soit G = Zx un sous-groupe monogène non nul de Rℓ. Alors :
(i) Si x est d'ordre m dans Rtorℓ , G est le groupe ylique disret mRℓ.
(ii) Si x s'érit ζ + q ave ζ d'ordre m dans Rtorℓ et q 6= 0 dans Qℓ, de
ℓ-valuation a ∈ Z, le goupe G est dense dans le produit diret du groupe
ylique disret mRℓ et du groupe ompat inni ℓ
aZℓ.
(iii) Enn, si x n'est pas dans Rtorℓ + Qℓ, le sous-groupe G est dense dans
Rℓ.
Preuve. Cela résulte de la lassiation des sous-groupes fermés de Rℓ donnée
par le Théorème : si G n'est pas dense dans Rℓ, sa fermeture G est alors un
sous-groupe propre ompat de Rℓ, e qui montre que x s'érit alors ζ + q, ave
ζ dans Rtorℓ et q dans Qℓ. Soit alors m l'ordre de ζ et a ∈ Z la ℓ-valuation de q.
(i) Si q est nul, G est évidemment le groupe ylique disret mRℓ.
(ii) Sinon,G ontient Zmq, qui est dense dans ℓaZℓ, d'où le résultat annoné.
4. Endomorphismes de Rtor
ℓ
et dualité de Pontrjagin.
Considérons maintenant le dual de Pontrjagin du groupe Rℓ, i.e. le groupe
R̂ℓ = Homcont(Rℓ,T)
des morphismes ontinus de Rℓ dans le tore T = R/Z ≃ Rℓ/Zℓ.
Si χ ∈ R̂ℓ est un aratère ontinu sur Rℓ, son image Imχ est alors un
sous-groupe ompat du tore T et son noyau Kerχ un sous-groupe ompat de
Rℓ.
Si χ n'était pas surjetif, son image Imχ serait un sous-groupe ni Tm du
tore T, et il suivrait :
(Rℓ : Kerχ) =| Imχ |= m,
ontrairement à la lassiation des sous-groupes fermés de Rℓ donnée plus haut.
Ainsi χ est surjetif, son image Imχ = T est onnexe par ars ; et omme Rℓ
ne l'est pas, son noyau Kerχ est non don trivial. Or s'il était ni, nous aurions :
T = Imχ ≃ Rℓ/mRℓ ≃ Rℓ,
e qui est enore exlu, pour des raisons de onnexité par ars. Il vient don :
Kerχ = 1m ℓ
aZℓ, pour un a de Z et un m ≥ 1,
d'où, par fatorisation, le diagramme ommutatif où toutes les êhes sont des
isomorphismes :
Rℓ/
1
m ℓ
aZℓ
χ¯
//
φ

Rℓ/Zℓ ≃ T
Rℓ/Zℓ ≃ T
88
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
Dans elui-i l'isomorphisme φ est induit par la multipliation par l'élément
m/ℓa de Z[1/ℓ] ; et omme le groupe des automorphismes du tore T se réduit à
{±1}, il suit de là que le aratère χ est induit par la multipliation par ±m/ℓa.
En d'autres termes, nous avons don :
Théorème 17. Le groupe R̂ℓ = Homcont(Rℓ,T) des aratères ontinus de Rℓ
s'identie au groupe additif disret Z[1/ℓ].
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Remarque. La suite exate ourte anonique de modules disrets :
0 // Z
πˆ // Z[1/ℓ]
ιˆ // Tℓ∞ = Z[1/ℓ]/Z // 0
peut ainsi être regardée omme duale de la suite exate ourte de modules
ompats :
0 // Zℓ
ι // Rℓ
π // T = R/Z // 0 .
Corollaire 18. Les endomorphismes ontinus non triviaux du groupe topolo-
gique Rℓ sont les appliations φ :
x 7→ ±m/ℓν x ave ±m/ℓν ∈ Z[1/ℓ].
En d'autres termes, e sont les homothéties pour sa struture de Z[1/ℓ]-module.
En partiulier, l'image de φ est Rℓ et son noyau le sous-groupe ni mRℓ.
Preuve. Soit φ un endomorphisme ontinu non nul du groupe topologique Rℓ.
Puisque Rℓ est uniquement ℓ-divisible, φ est en partiulier un Z[1/ℓ]-morphisme.
Or, d'un té, l'image φ(R) du sous-groupe onnexe par ars R est alors un
sous-groupe onnexe par ars (don ontenu dans R) et il est non nul (sans quoi
φ serait nul sur un sous-groupe dense) ; de sorte qu'il vient : φ(R) = R. Posant
ρ = φ(1) ∈ R, nous onluons que φ(z) oïnide ave ρz pour tout z ∈ Z[1/ℓ].
Et d'un autre té, le ompositum χ = π◦φ de φ ave la surjetion anonique
π de Rℓ sur T est alors un aratère ontinu de Rℓ, don de la forme : x 7→ ρ0x
modulo Zℓ, pour un ρ0 ∈ Z[1/ℓ], en vertu du théorème i-dessus.
Rassemblant es deux résultats, nous obtenons (ρ − ρ0)z ∈ Zℓ pour tout
z ∈ Z[1/ℓ] ; d'où, omme attendu : ρ = ρ0 ∈ Z[1/ℓ]. Et φ, qui oïnide ave la
multipliation par ρ sur la partie dense Z[1/ℓ], est l'homothétie de rapport ρ.
Solie 19. Ave les onventions d'ériture données dans la setion 1, la pré-
image d'un réel-ℓ-adique x = q+ r de Rℓ (ave q ∈ Qℓ et r ∈ R) par l'endomor-
phisme φ : z 7→ ±m/ℓa z est formée des m éléments :
xk = ±
(
(qℓν + k)/m+ (rℓν − k)/m
)
, pour k = 1, · · · ,m− 1.
Remarque. La onstrution du ompatié de R peut bien évidemment être me-
née en prenant simultanément plusieurs nombres premiers ℓ1, · · · , ℓn. L'exemple
le plus élairant eu égard à la numération usuelle, est ainsi elui du ompatié
déimal R10, i.e. du produit amalgamé de R et de Q10 = Q2 ×Q5 au-dessus de
l'anneau des déimaux D = Z[1/10]. Dans e as, les endomorphismes ontinus
du groupe R10 sont les homothéties pour sa struture de D-module.
Bien entendu, il est aussi possible de faire intervenir simultanément toutes
les plaes de Q. Dans e as, le groupe obtenu R̂, qui est le produit amalgamé
de R et de Q̂ ≃
∏
ℓQℓ au-dessus de Q , s'identie au dual de Pontrjagin de Q.
5. Appendie : lien ave le solénoïde ℓ-adique
Pour étudier la dynamique d'une appliation ontinue f sur un espae topo-
logique X , il est lassique d'introduire la limite du système projetif :
Y = lim
←−
(X
f
←− X
f
←− X
f
←− · · · )
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déni par les itérées de f (f. e.g. [4℄, Ch. 11). Dans le as partiulier où X est le
erle unité U = {z ∈ C | |z| = 1} du plan omplexe, et f l'appliation z 7→ zℓ,
l'espae obtenu est le solénoïde ℓ-adique :
Sℓ = {(yn)n∈N ∈ U
N | yn = y
ℓ
n+1 ∀n ∈ N}.
Maintenant, en identiant le tore T = R/Z au erle unité U via l'appliation ex-
ponentielle t 7→ exp(2iπt), on obtient l'isomorphisme de groupes topologiques :
Sℓ ≃ {(xn)n∈N ∈ T
N | xn = ℓxn+1 ∀n ∈ N}.
Et, sous ette dernière forme, il est aisé de reonnaitre le ompatié Rℓ de R
déni plus haut :
Proposition 20. L'appliation qui à un réel-ℓ-adique x =
∑+∞
n=−∞ anℓ
n ∈ Rℓ
assoie la famille des tronatures (xn)n∈N, ave xn =
∑n−1
k=−∞ akℓ
n−k +Z ∈ T,
omposée ave l'exponentielle omplexe t 7→ exp(2iπt), réalise un isomorphisme
de groupes topologiques ϕ du ompatié Rℓ de R sur le solénoïde ℓ-adique Sℓ.
ϕ : Rℓ ∋ x =
+∞∑
n=−∞
anℓ
n 7→
(
exp
(
2iπ
n−1∑
k=−∞
akℓ
k−n
))
n∈N
∈ Sℓ
Preuve. Observons que ϕ prend bien ses valeurs dans la limite projetive Sℓ ⊂ U
N
et que 'est un morphisme de groupes. La ondition de projetivité xn = ℓxn+1
montre que les hires ak (pour k ∈ Z) assoiés à une famille ohérente (xn)n∈N
de TN sont bien dénis et qu'ils sont uniques ; en d'autres termes que ϕ est
bijetive. Enn, il est lair que ϕ est ontinue pour les topologies naturelles de
Rℓ et de Sℓ , don biontinue puisque les espaes de départ et d'arrivée sont
ompats, Rℓ d'après le théorème 7 et Sℓ par le théorème de Tyhonov.
On retrouve ainsi le fait que le ompatié ℓ-adique Rℓ est onnexe mais
non onnexe par ars, plus préisément qu'il est loalement isomorphe omme
tout solénoïde au produit d'un espae eulidien (en l'ourrene T) et d'un
espae totalement disontinu (en l'ourrene Zℓ) ; e qu'arme expliitement
le Lemme de représentation donné dans la setion 1 (Th. 2).
Coda. Donnons pour onlure quelques illustrations simples de ette interpréta-
tion arithmétique du solénoïde ℓ-adique :
(i) Transporté par ϕ le plongement anonique x 7→ 0 + x de R dans Rℓ,
introduit dans la setion 1, devient le morphisme ontinu et injetif
x 7→ (exp((2iπx/ℓn))n∈N,
de R dans Sℓ usuellement onsidéré en analyse harmonique (f. e.g. [5℄)
ou en théorie des probabilités (f. e.g. [6℄).
(ii) L'étude algébrique des endomorphismes ontinus de Rℓ eetuée dans la
setion 4 montre diretement que le noyau Kerφ d'un tel endomorphisme
est toujours d'ordre étranger à ℓ ; ei généralise notamment le résultat
d'imparité donné dans [1℄ dans le as ℓ = 2.
(iii) La représentation expliite des raines n-ièmes d'un élément ϕ(x) du
solénoïde p-adique proposée dans [2℄ peut s'obtenir en transportant par ϕ
les points de n-division de x dans Rℓ :
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 si le réel-ℓ-adique x s'érit x = q + r ave q ∈ Zℓ et r ∈ R, et si n est
étranger à ℓ, e sont les images par ϕ des n points de n-division de x
dénis par xk = (q + k)/n+ (r − k)/n, pour k = 1, · · · , n− 1, ave les
onventions d'ériture expliquées dans la setion 1 ;
 si n s'érit n = mℓν ave ℓ ∤ m, e sont les images des m points distints
xk = (qℓ
−ν + k)/m+ (rℓ−ν − k)/m, pour k = 1, · · · ,m− 1, puisque le
groupe additif Rℓ est uniquement ℓ-divisible.
Remeriements. L'auteur remerie tout partiulièrement C. Deninger (Muens-
ter) et H.W. Lenstra (Leiden) pour leurs ommentaires élairants sur la version
préliminaire de e travail.
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